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Wiederholung 11. Klasse Analysis

1.0 Gegeben ist die Funktion f:x > %(—x3 +15x° —56x+12) mit D, =IR.
Der Graph wird mit Gt bezeichnet. (Abitur 2017 Al)

1.1 Berechnen Sie alle Schnittpunkte des Graphen Gs mit den Koordinatenachsen. O

1.2 Ermitteln Sie Art und Koordinaten aller relativen Extrempunkte von Gs.
Runden Sie die Koordinaten auf eine Nachkommastelle. @

1.3 Bestimmen Sie die maximalen Krimmungsintervalle von Gt. @

1.4 Zeichnen Sie unter Mitverwendung vorliegender Ergebnisse den Graphen Gt im Bereich
-1<x<10in ein kartesisches Koordinatensystem. Maf3stab: 1 LE=1 cm. O

2.0 Gegeben ist die reelle Funktion f mit f(x)=—%(x4—6x2) und D, =IR.

(Abitur 2017 All)

2.1 Ermitteln Sie samtliche Nullstellen der Funktion f und deren Vielfachheit. Erklaren Sie
die Bedeutung der Vielfachheit dieser Nullstellen fiir den Graphen Gs. O

2.2 Bestimmen Sie die maximalen Monotonieintervalle der Funktion f sowie Art und
Koordinaten der relativen Extrempunkte des Graphen Gt. @

2.3 Begriinden Sie ohne weitere Rechnung, dass der Graph Gt genau zwei Wendepunkte
besitzt und geben Sie die Koordinaten des zweiten Wendepunkts an. Berechnen Sie
auch die x-Koordinaten samtlicher Punkte von G, welche die gleichen y-Koordinaten
wie die Wendepunkte haben. @

2.4 Zeichnen Sie unter Mitverwendung vorliegender Ergebnisse den Graphen Gt im Bereich
-2,5 £x<2,5in ein kartesisches Koordinatensystem.
Fiir weitere Teilaufgaben wird auf der y-Achse der Bereich -5 <y < 5 benoétigt. O
Mafstab: 1 LE=1cm.

2.5 Zeigen Sie, dass an der Stelle x = -2 die Gleichung f(x) — f'(x) = 0 gilt und bestimmen
Sie alle weiteren Stellen mit dieser Eigenschaft. Erklaren Sie, was das Ergebnis fiir
den Graphen Gt bedeutet. @)

2.6 Geben Sie exakt die Nullstellen und die Extremstellen der ersten Ableitungsfunktion
an und zeichnen Sie den Graphen Gf im Bereich -2 < x £ 2 in das vorhandene
Koordinatensystem mit Farbe ein. @
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3 Begriinden oder widerlegen Sie folgende Aussage: Ist der Graph Gy, einer ganzrationalen
Funktion h symmetrisch zur y-Achse, dann ist der Graph Gy’ der ersten
Ableitungsfunktion punktsymmetrisch zum Ursprung. (Abitur 2017 All) O

1
4.0 Gegeben ist die ganzrationale Funktion f:XI—)—(—X4+4X3) mit der Definitionsmenge

D, =IR. Der Graph der Funktion f wird mit Gf bezeichnet. (Abitur 2018 Al)

4.1 Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f mit der jeweiligen Vielfachheit. O

4.2 Ermitteln Sie die maximalen Monotonieintervalle der Funktion f sowie Art und
Koordinaten des Extrempunktes des Graphen Gs. @

4.3 Ermitteln Sie die Gleichungen aller Wendetangenten an den Graphen Gt. @

4.4 Zeichnen Sie den Graphen Gr unter Mitverwendung vorliegender Ergebnisse im Bereich
-1 <x<4in ein kartesisches Koordinatensystem. Fiir weitere Teilaufgaben wird auf
der y-Achse der Bereich -3 <y < 3 benétigt. Malistab: 1 LE=1 cm. O

4.5.0 Betrachtet wird nun die quadratische Funktion p mit der Definitionsmenge D, =IR.

Ihr Graph wird mit G, bezeichnet.

4.5.1 Die Parabel G, bertihrt den Graphen Gf aus 4.0 im Punkt B(3/3) und verlauft durch
den Koordinatenursprung. Bestimmen Sie p(x) und zeichnen Sie die Parabel Gp im
Bereich -1 £ x <4 in das vorhandene Koordinatensystem ein. @

(Mégliches Ergebnis: p(x)= —%xz +2x)

4.5.2 Berechnen Sie die Koordinaten desjenigen Schnittpunktes der Graphen Gt und Gy, der
im Ill. Quadranten des Koordinatensystems liegt. @

4.5.3 Bestimmen Sie die Steigungen der beiden Geraden durch den Punkt T(3/4), die den
Graphen G; beriihren. @

5.0 Gegeben ist die Funktion f:xHé(x4—8x3+18x2) mit der Definitionsmenge D, =IR.

Der Graph wird mit Gs bezeichnet. (Abitur 2018 All)

5.1 Untersuchen Sie das Symmetrieverhalten von Gt beziiglich des Koordinatensystems
und geben Sie das Verhalten von f(x) flir x — —eo und fiir x—> e an. @

5.2 Zeigen Sie, dass die Funktion f genau eine Nullstelle besitzt und geben Sie diese
samt Vielfachheit an. O

5.3 Begriinden Sie nur mithilfe der Ergebnisse aus 5.1 und 5.2, dass an der Stellex=0
ein relatives und zugleich absolutes Minimum von f vorliegen muss. @
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5.4 Zeigen Sie, dass an den Stellen x = 1 und x = 3 Wendestellen von f liegen. Ermitteln Sie
auch die Koordinaten der zugehorigen Punkte und welcher der beiden Punkte ein
Terrassenpunkt ist. @

5.5 Die Wendepunkte aus Teilaufgabe 5.4 legen die Gerade Gg fest.
Ermitteln Sie deren Gleichung. @

5.6 Zeichnen Sie den Graphen Gr und Gg unter Mitverwendung vorliegender Ergebnisse im
Bereich -1 £x < 4,5 in ein kartesisches Koordinatensystem. Mafstab: 1 LE =1 cm. O

6 Gegeben ist der Graph der 1. Ableitung h” der Funktion h mit der Definitionsmenge
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D, =IR. (Abitur 2018 All)

Bestatigen oder widerlegen Sie begriindet folgende Aussagen: @

a) Gy hat einen Tiefpunkt bei x = 1.

b) Gh hat einen Tiefpunkt bei x = 4.

¢) Gh hat einen Wendepunkt bei x = 2.

d) Die Tangente an den Graphen Gy in x = 2 verlauft parallel zur Geraden e mit der

Gleichung y=3x+7.

7.0 Der zum Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems punktsymmetrische Graph Gt
einer ganzrationalen Funktion f dritten Grades mit der Definitionsmenge D, =IR besitzt

einen lokalen Tiefpunkt an der Stelle x =-2. (Abitur 2019 Teil 1)

7.1 Skizzieren Sie mithilfe der oben genannten Eigenschaften von f einen moglichen
Graphen dieser Funktion und geben Sie das Verhalten der Funktionswerte f(x) fur

X—> —oco und X—> oo an. @

7.2 Beschreiben Sie den Verlauf des Graphen Gf/ der ersten Ableitungsfunktion f/ mit

Worten. Geben Sie dabei insbesondere die Nullstellen der Funktion f/, die Lage des

Extrempunktes und das Symmetrieverhalten des Graphen Gf, an. @
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8.0 Fiir eine ganzrationale Funktion f dritten Grades mit der Definitionsmenge D, =IR
gelten folgende Gleichungen:
L f(0)=0 Il. f/(0)=0
. f(-3)=-3 V. f/(-3)=-1
Der zugehorige Graph in einem kartesischen Koordinatensystem wird mit
G, bezeichnet.
(Abitur 2019 Teil 2 Al)

8.1 Beschreiben Sie in Worten, welche Eigenschaften der Graph von f aufgrund obiger
Gleichungen hat. ()

8.2 Bestimmen Sie die Funktionsgleichung von f. @

(Mégliches Teilergebnis: f(x)=—§x3—£x2 )

8.3.0 Im Folgenden wird die Funktion g mit g(x) = f(x) und der im Vergleich zu D,
eingeschrankten Definitionsmenge Dg =|:—4,5;1:| betrachtet. lhr Graph in einem

kartesischen Koordinatensystem wird mit Gg bezeichnet.

8.3.1 Ermitteln Sie die Wertemenge Wg der Funktion g. Bestimmen Sie dazu die

Koordinaten samtlicher Extrempunkte. @

8.3.2 Bestimmen Sie die Koordinaten des Wendepunktes des Graphen der Funktion g. @

8.3.3 Zeichnen Sie unter Verwendung aller bisherigen Ergebnisse den Graphen Gg in ein

geeignetes kartesisches Koordinatensystem. Ermitteln Sie dazu die Nullstellen der
Funktion g. Maf3stab auf beiden Achsen: 1 LE =1 cm. O
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9.0 Das Landesamt fiir Umwelt ist unter anderem dafiir zustiandig, vor Uberflutungen durch
Flisse zu warnen und ldsst dazu taglich kontinuierlich die Wasserstdande diverser Fliisse
Uberpriufen. Der Wasserstand eines bestimmten Flusses im Marz des Jahres 2010 kann

vereinfacht durch die Funktion w mit der Funktionsgleichung w(t)=at*+bt?+c mit
geeigneten Werten a,b,c €IR und der Definitionsmenge D, =|:0;30:| beschrieben

werden.

Dabei bedeutet die Variable t die Zeit in Tagen ab Monatsbeginn zum Zeitpunkt t =0.
Der Funktionswert w(t) gibt den Wasserstand des Flusses in cm an.

Zu Monatsbeginn lag der Wasserstand bei 200 cm und am Monatsende bei 308 cm.
Der hochste Wasserstand wurde am 25. Marz — also zum Zeitpunkt t =24-
gemessen.

Der abgebildete Graph zeigt den Wasserstand w(t) in Abhangigkeit von der Zeit t.

Auf das Mitfiihren von Einheiten wahrend der Rechnungen kann verzichtet werden.

Runden Sie lhre Ergebnisse — falls nicht anders gefordert — sinnvoll.
(Abitur 2019 Teil 2 All)

Fwit) 7 |

300 / |

200 =t

100 ‘ =

9.1 Bestimmen Sie die Werte der Parameter a, b und c und damit die zugehoérige
Funktionsgleichung von w. @

1
mogliches Ergebnis: w(t)=—-——(t*—32t>—-100000
(mog g (t) 500( ))

9.2 Berechnen Sie den hochsten Pegel im Beobachtungszeitraum zentimetergenau. @

9.3 Ermitteln Sie rechnerisch das Datum im Beobachtungszeitraum, an dem die
Anderungsgeschwindigkeit des Pegelstandes am groRten war. @
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Losungen

1
Schnittpunkt mit der y—Achse: f(0)=E-12=1,2 =>Sy(0/1,2)
Schnittpunkte mit der x—Achse: f(x)=0
=X +15x’ —56x+12=0 =Xx =6
(—x3+15x2—56x+12):(x—6)=—x2+9x—2

9—\/% 9++73

=X +9x-2=0 =x,= . ~0,23 x,= 5 ~8,77
9—-+/73 9++/73
o ~[=0] [t

o1,
f(x)—E(—.’,x +30x—56)
f'(x)=0 =-3x*+30x—56=0
—30++/228 —30—+/228
X == , X =

! —6 2 -6
Skizze von f’:

=75

=x =2,5TIP TIP(2,5/-5,0)
x,=7,5HOP HOP(7,5/1,4)

1
f*(x)=—(-6x+30
o) =15t )

f“(x)=0 =-6x+30=0 =x=5
Skizze von f’:

= G, linksgekrimmt in :I—oo;5:| G, rechtsgekrimmt in[5;oo[
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f(x)=0 =-0,5x*(x*—6)=0

=x, =0 (doppelt) x,= —\/E (einfach) x,= \/E (einfach)

= bei x = 0 Berlihrpunkt mit der x-Achse und bei x, = —\/g
undx, = \/g Schnittpunkte mit der x—Achse

f'(x)=-0,5(4x* —12x)
F(x)=0 =4x’—12x=0 =4x(x'~3)=0 =X, =0 x =—3 x,=13

Skizze von f':

=G, istsmsin ]—oo;—\/g:| sowiein [O;\/g}
G, ist smfin [—\/5;0:| sowiein [\/g;oo[

—»x=—/3 HOP HOP(—/3;4,5)
x=0TIP TIP(0/0)

x=\/§ HOP HOP(\/§;4,5)

Jochen Weber
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2.3 Grist der Graph einer ganzrationalen Funktion vierten Grades und zwischen den drei

Extrema muss jeweils ein Wendepunkt liegen, also damit genau zwei Wendepunkte.

Wegen Achsensymmetrie zur y-Achse gilt: W»(-1/2,5).

f(x)=2,5 =-0,5(x*-6x*)=2,5 =x*-6x*=-5 =x"-6x’+5=0
Substitution: z=x’

=7"-62+5=0 =2,=5 z,=1

1)x*=5 :>x1=—\/g x2=\/g

2 _ _ _
2)x'=1 =x,=-1 x,=1

2.4
A
y
5..
4
Gf
3-.
2..
1..
X
321 1 o 1 {213 7
3 G-
_4..
2.5

f(-2)—f'(-2)=0

—0,5((~2)* - 6(~2)°)+0,5( 4(—2)’ ~12(-2)) = —0,5(-8)+0,5(-8)=0
—o,s(x“ —6x2)+0,5(4x3 ~12x)=0 =-0,5x"+2x*+3x*—6x=0
= x(-0,5%x* +2x*+3x—6)=0 =>x =0

—0,5¢ +2x* +3x—6=0 =x,=-2
(—0,5x3+2x2+3x—6):(x+2)=—0,5x2 +3x—3

—0,5x"+3x—3=0 =X, —3-3 X, =3+43

An diesen Stellen ist die Steigung des Graphen G, gleich der

zugehorigen y-Koordinate des Punktes.

2.6
Nullstellen von f*: x,=—V3 x,=0 x3=\/§

Extremstellen von f’: X, = -1 X, = 1

Jochen Weber
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3 Wenn h nur gerade Exponenten hat, dann muss die 1. Ableitungsfunktion nur
ungerade Exponenten haben und damit ist der Graph der 1. Ableitungsfunktion
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punktsymmetrisch zum Ursprung.

41

4.2

4.3

f(x)=0 =>§x3(—x+ 4)=0

x, =0(dreifach) x,=4 (einfach)

f'(x)= é(—4x3 +12x2)= gxz (—x+3) = gxz(—x+3)= 0

=>x1=0 x2=3

Skizze von f':

G, ist smsin ]—oo;3] G, ist smfin [3;00[
=x=3 HOP HOP(3/3)

N | 2 4
f (x)—g(—12x +24x)—§x(—x+2)

4
gx(—x+2):0 x,=0 x,=2 Wendestellen wegen VZW

Tangente1:WP(0/0) f'(0)=0 =t(x)=0
16 16 16

16 1
Tangente2: WP(2/—) f'Q)=— —=—2+t =2t=——
g ( /9) (2) 59 3

9

16 16
=t(x)=—x——
9 9

Jochen Weber
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\ Ao

p(x)=ax’+bx+c p’(x)=2ax+b
() p(3)=3 =9a+3b=3
(i f(3)=p’(3) =6a+b=0
(M p(0)=0 =c=0

-3-(I)+(): —9a=3 =>a=—§

(II)=>6-[—§J+b=0 =b=2

1
=>p(X)=—§x2+2x

Jochen Weber
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4.5.3
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p(x)=f(x)

1
L A Leion=0 ox|ie-te_lial-o
9 9 3 9 9 3

1 4 1
=x =0 §x3—§x2—§x+2=0 =x,=3 (sieche 41.5.1)

1 1 2
=X ==X = =x+2 |:((x=3)==x*—=x—=
9 9 3
11 ez _a%s
2 _ - - -
9x §x———0 =Xy, = 5 =75 X,=3 Xx,=-2
9 9

16
Xx=3 nichtimlll. Quadranten = P(—2/—?)

y=mx+t T(3/4) 4=3m+t —=t=4-3m
=y=mx+4-3m

—1x2+2x=mx+4—3m =>—§x2+2x—mx+3m—4=0

Berlhrpunkt =D=0

1 4 4 4
D=(22-m)’-4:| —= [-(3m—-4)=m’——=0 =m =\/: m =—\/:
3 3 ! 3 2 3

5.1 Gr ist weder achsensymmetrisch zur y-Achse noch punktsymmetrisch zum Ursprung,

5.2

53

weil im Funktionsterm gerade und ungerade Exponenten auftreten.

f()=0 =x"-8x'+18x'=0 =x(x'~8x+18)=0

_ 8644118 _ 8+-8
2 2

_ 2 _
=>x1—0 X —8x+18=0 =>~x2/3

= f hat eine Nullstelle bei x = 0 (doppelt)

x=0 doppelte Nullstelle vonf = x =0 einfache Nullstelle von f°* = Extrempunkt
Da x = 0 die einzige Nullstelle ist und nach 42.1 f(x) — o fiir x — *eo gilt,
muss x = 0 relatives und zugleich absolutes Minimum sein.
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5.5

5.6
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f’(x)=%(4x3 —24%? +36x) f"(x)=§(12x2 —48x+ 36)

f’(x)=0 =12x*-48x+36=0 =>x =3 x,=1

Skizze von f'":

= x, =3 und x, =1 Wendepunkte wegen VZW
f'(3)=0 f(1)20 =TEPbeix=3
WP(1/2,2) TEP(3/5,4)

_54-2,2
_—3_1 =
2,2=1,6-1+t =t=0,6
=g:y=1,6x+0,6

g:y=mx+t m 1,6

\ Ao

-2 -70 1 2 3 4 5
-1+

a) Richtig, da bei x = 1 Nullstelle von f" und VZW von — auf +.

b) Falsch, da bei x = 4 doppelte Nullstelle von f und damit kein Extrempunkt.

c) Richtig, da f" bei x = 2 eine Extremstelle besitzt.
d) Richtig, da f’(2) = 3, also hat die Tangente die Steigung von 3.

Jochen Weber



Hans-Leipelt-Schule Jochen Weber
@ HLS Staatliche Fachoberschule und Berufsoberschule Donauwdrth

mimmniis.  Technik o Sozialwesen o Wirtschaft und Verwaltung e Internationale Wirtschaft
7.1
Y
ol
3.
2.
1.
X
4 \3 2 -1 1 2 3\4 5 6 7
/]
-21
G
,3- f
X—>—o0 = f(x) > +oo X—> o0 = f(x)—> —o0

7.2 Gf/ ist eine nach unten gedffnete Parabel.
Gf, hat zwei Nullstellen bei x = -2 und x = 2, der Extrempunkt von f/ muss beix =0

liegen und G, ist achsensymmetrisch zur y-Achse.
f
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8.1 Gf hat eine Nullstelle bei 0 und bei x = 0 eine Steigung von 0. Gf hat bei x = -3 einen

Funktionswert von -3 und bei x = -3 eine Steigung von -1.

8.2
f(x)=ax® +bx* +cx+d
() f(0)=0 =d=0
(1) f/(x)=3ax’+2bx+c
f/(0)=0 =c=0
(Ill) f(~3)=—3 =>—27a+9b=—3
(IV)f/(-3)=—1 =27a—6b=—

)+ (V) =>3b=—4 =>b:—§

1
(IV)=>27a+8=-1 =>a=—§

1 4
=f(X)=—=x——x
3 3

8.3.1
8 8 8
g/(X)=—X2—§x =>—x2—§x=0 :x(—x—§]=0 =x,=0 x,=——

Skizze vong’ :

=X =—§TIP TIP ——/—ﬁ x=0 HOP HOP(0/0)
3 81
x=-4,5 Randmaximum (—4,5/3,375)

x=1 Randminimum (1/—2}

=W = _26, ;3,375
81

8

8.3.2

4
x=-3 ist eine einfache Nullstelle von g’/ = VZW = WP

128
W"(“/‘EJ
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\ Aol

9.1
w(t)=at*+bt’+c
() w(0)=200 =c=200
(I) w(30)=308 =>810000a-+27000b+c =308
() w/(24)=0  w/(t)=4at>+3bt’
= 55296a+1728b=0

(1) 810000a+27000b =108
(1) 55296a+1728b=0 =>b=-32a

1
(I)=810000a—864000a=108 =a=———-

500
Sb=-32 -1 |= &
500 ) 125

1 8
= w(t)=——t"+—1t>+200
500 125

9.2 w(24)=421cm
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9.3

4 24 12 48
w(t)=——t*+—t> w/(t)=———t*+—t

500 125 500 125
12 48 12 48
——t'+—t=0 =t|-———t+—| =t =0 t,=16
500 125 500 125
Skizze von w’’ :

= t=16 Maximum von w’

Daw’ im Bereich |:0;30:| nur ein Extremum (Maximum) besitzt, tritt in diesem Bereich

keine weitere Anderung des Monotonieverhaltens auf = absolutes Maximum fiir t=16
=>am 17. Mirz 2010 war die Anderungsgeschwindigkeit des Pegelstandes am groRten.



